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PE3UME

OBaj pax oOyxBara Jieo MoriaBjba Koju ce He oOpalyje y peioBHO] HaCTaBH 3a OCHOBHY
IIKOJTy, TIpumaaa Teopuju OpojeBa u HaszuBa ce " Konrpyennwuje". Ha momatHoj HacTtaBu ca
HACTaBHUIIOM caM ca3Hao HemTo Bulle o KoHrpyeHmmjama mo moxmyny. [loxeneo cam ma
Ca3HaM HEIITO BHIIE O MPOOJIEMATUIIM YACOBHHKA M Y TOME MH j€ TOMOTIa ApPHUTMETHKA
YaCOBHHUKA CITOjeHa KOHTpyeHIMjoM 1o moayay 12 ( mod 12 ). OcHoBa 3a pa3marpama Ha
BUIIEM HHUBOY oOpaheHa je y metoM pa3peny y HacTaBHO] TeMH ~JIeJbUBOCT HEKHM
OpojeBuma”. CBa oBa ca3Hama IIOMOIJIA Cy MU Jla YIIO3HaM U pa3yMeM MHOTe HEAOYMHIIEC U3

CBAKOAHCBHOT )KMBOTA BC3aHC 3a YaCOBHUK U padyyHAH-C BPCMCHA.
Kawbyune peuu: KoHTpyEHIIHja, MOy, apUTMETHKA, YACOBHUK, BpEME, JIEJbUBOCT.
Summary

This work includes chapter part that is not dealt with during regular classes at primary school,
belonging to theory of numbers and is called “Congruence”. During additional classes with
my teacher, I found out something more about Congruence according to module. I wished to
learn a bit more about problems of clock and what helped me with it was Arithmetic of clock
connected to congruence according to module 12 (mod 12). Basis for consideration on a
higher level was dealt with at fifth grade in teaching topic “Divisibility by some numbers”.
Whole this knowledge helped me to be familiar with and understand many dilemmas from

everyday life related to clock and measuring of time.
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YBOJ

[Tonazak y mKosy Be3aH je 3a CTHIAFE NMPBUX 3aHamha W3 MareMaruke. bpojeBu cy on
MOYeTKA HajBUINIEC TPUBJIAYMIIA MOjy Taxmy. Ca J1akohoM cam caBiiajia0 OCHOBHE PadyyHCKE

oreparyje.

Hucam nmao mpobiema ca cabupameM, 01y3UMabeM, MHOKECHEM U JI€JbEHhEeM, 0K HUje
JIOIIA0 Ha peJl YaCOBHHK W padyHame BpeMeHa. [1ojaBuiio ce jeHO MHUTame Koje MH je
3amaBainio npobneme: “ Kako je Mmoryhe fa ydaeHuk nohe y mkomy y 8 yacoBa, TaMo MpoBene 5
yacoBa, a Bparu ce kyhu y 1 vac? “. Crnenehe nurame Koje je cTBapajo Kox MeHe 3a0yHy
BE3aHO je 3a IONOJHEBHO HMCKa3MBame BpeMeHa: 1 yac — 13 yvacoBa, 2 yaca — 14 yacosa...
Huje mu 6uso jacHo mra To 6pojeu 1 u 13, 2 u 14... umajy 3ajeqaruxo. YWHUIIO MU Ce Ja TO

HEMa Be3e ca MaTeMaTHKOM, I1a CaM TO YCBOJUO Ka0 YHH-CHUILY.

Mehytum, caga monako ycreBaMm Ja OATOHETHEM OHO INTO je 3a MEHe Hekaaa Owuita
3aroHeTka. Kibyu mpoOrema ce HWmIak Hajla3W y MareMaTHYKoOM oOjamimemy. Pememe je

caJpkaHo y 00JIacTh Koja HocH Ha3uB KoHTpyeHIrja 1mo Moayiy.

Objammemne cleny y 1ajbeM H3jaramy.

JIucra cumoOo0J12

Cumb0n Hazus cumbomna
| JIeId, CE CaJipKu
| a | arcoJyTHa BPEIHOCT HEKOT Opoja
= KOHTPYCHTHO
mod MOy
I u
= ciaean
) cabupame y apuTMETUIU YaCOBHUKA
S) OJly3UMame y apUTMETHUIM YaCOBHHUKA
° CTEMEeHU




JAE/BUBOCT HEKUM BPOJEBUMA

VY OKBUpY pEIOBHE HACTaBe y IMETOM pa3peay OCHOBHE IIKOJIE MpeBuljeHa je HacTaBHa

tema ~ JlesbMBOCT HEKMM OpojeBruMa”.

Kana je y mutamy nespuBocT OpojeBUMa 2 W S5 youdaBa ce€ Ja JEJbUBOCT 3aBUCH O]

nocienme nudpe mator Opoja (udpe jeTMHAIA).
bpoj je oemwus ca 2 ako je nocneorwa yughpa moe époja 0,2,4,6 unu 8.

Jlonasu ce 1o mojMoBa napau u Henapau 0poj Kao W obnuka 3anmucuBama 2k u 2k + 1

[IpaBumno aespuBOCTH OpojeM S je BeoMa jeJTHOCTABHO.
bpoj je oemwus ca 5 axo je nocreorwa yugpa moe 6poja 0 unu 5.

Kox nespuBoctu O6pojeBuMa 4 u 25 BakHO je Ja ce youe mocienme aBe uudpe 6poja,

mudpa aecetuna u nudpa jeauHUIA, Koje MPeacTaBibajy IBOIM(PEeHH 3aBpIeTak opoja.

bpoj je oewus ca 4 axo my je Odsoyugppenu saepwemax Odemus ca 4, mj. axo cy

nocneore 08e yugpe moe opoja 00, 04, 08, 12, 16, 20, 24...

bpoj je oemus ca 25 kada my je osoyuppenu 3aspuiemax oemus ca 25, mj. ako cy

nocieore 08e yugpe moe opoja 00, 25, 50 unu 75.
3anparak 1. Vcnuratu Taunoct cienehux tBphema (0e3 n3padyyHaBama) :
a)25|625 6)25|12345 B)25|(775+850) r1)25](1225-775) m) 25|16 - 35
B) 25| 100 -33
Pememe : a) Tayuno ©) HETaYHO B) TAYHO T) Ta4HO [I) HETAYHO 1)) TaYHO

AKo ce 3Ha J1a je 30up JeJbUB HEKUM OpOjeM ako Cy CBU caOupLu JAeJbUBU TUM OpojeM, a
Jla je TPOW3BOJ NIeJbMB HEKUM OpojeM ako je Oap jemaH YWMHUIAIl JIeJbUB TUM Opojem,

Kopuctehu oBa CBOjCTBa JI0J1a3H Ce J0 MpaBuiia AeJbUBOCTH ca 3 u 9.
bpoj je oemwus ca 9 ako my je 30up yughapa oevus ca 9.

bpoj je oemwus ca 3 ako my je 30up yughapa oevus ca 3.



Ha ocHOBY no3HaBama MpeTXOJHUX CBOjCTaBa JIAKO C€ UCTHTYje AeJbUBOCT ca 6, 12, 15,

36.
3agarak 2. lcnutaj nepuBOCT :
a) Opoja 126 ca6 6) 6poja 480 ca 15 B) Opoja 288 ca 12 T) 6poja 756 ca 36

Pememe : a) C 063upom 11a je 2 -3 =6 10BOJBHO je UCIIUTATH 1eJbUBOCT Opoja 126 ca2 u

0) bpoj 480 je nespuB Opojem 15, jep je nesbuB Opojem 5 u Opojem 3.

B) bpoj 288 je nemmu O6pojem 12, jep je newuB Opojem 3 (2+8+8) u nesbpus je Opojem 4

(mBounpenn 3aBpiierax je 88).

r) bpoj 756 je nemuB Opojem 36, jep je nespuB OpojeM 9 (7+5+6) u aBouudpeHu

3aBpieTak (56) je nespuB 6pojem 4.

Hexka cy a, b u g, b# 0 Tpu uena 6poja taksa aa je a = b -q. Tana je 6poj a nespuB
OpojeM b ¥ KOJIMYHUK je g. AKO a HHje NeJBbHBO ca b Taja MOCTOjU 11eo Opoj g U MpupoaaH

opoj r < |b| Tako fajea=b-q+r.

bpoj r HazuBamo ocTarkoM jesbema Opoja a ca b. OBaj ocratak mpyxa J0CTa

MOTyhHOCTH 1 TOMaXke y pellaBamy HEKUX ~ HEe3roJHHUX ~ 3ajaraka.



PEJIAIIMJA KOHI'YPEHIIUJE

Axo 1eo O6poj a menumo ca 2, MOXKE CE€ JOTOIUTH WM Aa Oyle JAeJbHB WX Aa Jaje
octarak 1. Ha taj HauuH cy nenu OpojeBH pa3ioXeHW Ha TUCJYHKTHE Kiace OpojeBa, Ha
napHe W HemapHe OpojeBe. Moke na ce mocmarpa Je/belhe W OCTalld MPH TOME Ma KOJHUM

npuponHuoM 6pojem m. Cnenehu ocHoBHU mojaMm yBeo je [ayc.

Hedunuimja 1. Heka je mar mpupoman 6poj m, Behu ox 1. /IBa uena 6poja a u b cy

KOHT'YPEHTHA 10 MOZYIIY /1 aKO Jajy UCTU OCTarak IpH Jesbewy ca m. [Tumemo
a =b (mod m).
Teopema 1.
1° a =b (mod m) ako u caMo aKo je a = b + mt 3a HEKH 11e0 Opoj 1.
2° a =b (mod m) ako ¥ caMo aKo je pasziuka OpojeBa a u b nesbuBa ca m.

3° buTu KOrypeHTaH MO JaTOM MOIYJIY j€ peflalija eKBHBAJICHIIM]E y CKYIYy ILEIUX

OpojeBa Z.

Jlokas. Penanmja koHrypeHuuje mo Momyiny m je pediaekcuBHA, CUMETPUYHA H

TpaH3UTHBHA. 3aMCTa, 32 CBaKa TpH 1iena 0poja a,b u ¢ Baxu
(1) a=a(modm),jepjea—a= 0Am |0
(2)  a=b(modm)=m|(a—b)= m|(b-a)= —(a—b) =b=a(mod m);
3) a=b (modm) A bEc(modm):m|(a—b) A m|(b—c):>
m| (a—c)=(a—b)+ (b-c)=a=c (modm).

OBUM je J0Ka3aHO Ja je KOHTYpEeHIIMja 1O MOAYIY M pelanuja eKBUBAJCHIIH]C.
Konrypenuuja nmo mMomynny m je carjacHa ca anrebapcKuM olepandjama, Tj. Baxku cieaeha

Teopema.
Teopema 2. Axo je a =b (mod m) u ¢ =d (mod m), Tana je
1° a+c =b+d mod m;
2a—-c=b- dmodm;

3° ac =b-d (mod m)



APUTMETUKA YACOBHHUKA

OBo momaBsbe oOOjamImbaBa Koje payyHCKE OIepanuje M Ha KOjU HAuyuH MOXKEMO
o0aBspaTy Ha 4acoBHHUKY. CalpKu 3a7aTKe KOjU C€ OIHOCE Ha pelllaBame MpodiemMa KpeTama

Ka3aJbKH Ha Cary.

Ha wacoBHuky yacoBu, 0OMYHO, O3HAYEHU NIPUPOAHUM OpojeBuma 1, 2, 3,4,5,6,7, 8,9

10, 11, 12 1j. enemHTHMa CKyTa OpojeBa
H={1,2,3,4,5,6,7,8,910, 11, 12}.

Ca oBuM OpojeBHMa YECTO M3BOIMMO PAvyyHCKY OIepalnjy ~ cabupame Ha YaCOBHUKY .
Tako, Ha mpuMep, ako Mapko nohe Ha yT Ka/ia YaCOBHUK IMOKa3yje 6 yacopa (ciuka 1) u ako
10 uJba Tpeba na myryje 6 yacoBa, oHAa he OH, Kao MITO MOKa3yje cluka 2, CTHhK Ha IHb

KaJla YaCOBHUK IMOKa3yje 12 vacona, jep je

6+6=12

ci. 1 ClL. 2

Mehyrum, axko VBan mole Ha myT KaJa 4aCOBHUK IOKa3yje 6 yacopa (ciuka 3) U ako 70
mujba Tpeda aa mytyje 9 yacopa, oHzma he oH, Kao mTO MOKasyje civka 4 ctuhu Ha 1TWJb Kaja
4YaCcOBHUK moka3zyje 3 daca. [Ipema Tome, y 0BOM citydajy je 3a ~ cabupame Ha YaCOBHUKY ~

TayHO TBpleme (MCTUHHUT UCKa3)

6+9 =3



ciI. 3 ci. 4

CnuaHo TOMeE, TTyTeM ~ cabupama Ha YaCOBHHKY ~ Halla3UMO J1a je, Ha IPUMep :
9+2=11, O+4=1,
9+3 =12, 9+5=2, ¥ TaKo Jajbe

OJIaKJIe HUj€ TEIIKO 3aKJbYUUTH Jla aKO C€ paau O MPUPOTHUM OpojeBUMA YHjH je 30up Mamu
on 12 wmm jennak 12, tana je “ cabupame Ha 4aCOBHHMKY ~ MCTO Kao U OOMYHO cabupame.
A, ako ce paau o cabupamy NpupogHuX OpojeBa uuju je 30up Behu ox 12, Taga “ cabupame
Ha YaCOBHUKY ~ HHj€ HCTO IITO M 0oOmYHO cabupame. Crora, ma Ou ce OBO cabupame
pa3IUKOBaJo O OOMYHOT cabupama (3a Koje ce ymorpebsbaBa 3HaK +), yrmorpedspaBahemo
3HaK @ 3a ~ cabupame Ha yacoBHUKY ~. Kopuctehu ce Tnume, npeaxonne nckasze Hanucahemo

Ha cienehy Haum :
76 4=11, 76 8=3, 9¢2=11,

9 @4=1, 90 3=12, 9O 5=2



3a ” cabupame Ha YaCOBHUKY ~, OJHOCHO 3a padyyHCKYy paamy @© Baxu ciencha
Tabnua:

e(1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1
213 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2
314 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3
415 6 7 8 9 10 11 12 1 2 3 4
56 7 8 9 10 1 12 1 2 3 4 5
67 8 9 10 1 12 1 2 3 4 5 6
718 9 10 11 12 1 2 3 4 5 6 7
&89 10 11 12 1 2 3 4 5 6 8
910 11 12 1 2 3 4 5 6 7 8 9
wo(1m 12 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
mj12 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
21 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Tabena 1, cabupame y apuTMETHITN YaCOBHUKA

table 1, adding in arithmetic of clock

Ha ocHoBy Tora, pauyHcka paama @© oapehyje ce momohy padyHCKe paame + Ha

cnenehu HauwH :
3a cBe OpojeBe a u b u3 ckyna H nobuja ce 6poj a © b xoju je Takohe y ckymy H, u To:
a®b=a+b akoje a+b <12,

a®b=a+b-12 akoje a+ b > 12.

”

3anmazuMo 1a je 3a ~ cabupame Ha 4YacOBHUKY ~, Tj. 3a pauyHCKy paamy O,

KapaKkTepUCTUIHO TO J1a je, 3a Ouio koju Opoj a u3 ckymna H, yBek
a®12=a

IITO 3HAYM Ja ce y TOM HeoOMuHOM cabupamy Opoj 12 monama kao 0 y oOMuHOM cabupamy.
WNnaue, nperxonHa Tabnuua HaM MOXe IMOKa3aTu J1a, ponajyhu 6pojy a 6poj b nobujamo uctu

30up Kao u kaaa Opojy b nomajemo Opoj a. Ha mpumep:

6 ®8=886=2



HcTo Tako je,Ha npumep: SeY)o6=50609®6),

IITO 3HAYM Jla ce pe3yarar ~ cabupama Ha 4aCOBHHKY ~ Hehe MpOMEHHMTH ako ce Moperax
cabupaka MPOMEHHU WJIM aKO ce cabUpIH 110 BOJbU CIajajy y TPYIE, a TO Cy , Kao IITO 3HAaMO, U

CBOjCTBa OOMYHOT cabupama.

[Topen cabupama, Ha YaCOBHUKY MOXKEMO W3BOJIMTH M Ofy3uMame OpojeBa ckyma H,
padyHCKY paamy “omy3uMame Ha YaCOBHUKY ~ obenexaBahemo 3HakoM ©. M kao mro je ko
ofly3uMama pas3iiuka 1Ba Opoja a u b tpehu Opoj (koju obenexxkaBamo ca a-b) kojeM Tpeda
nonaru Opoj b na Ou ce mobuo a, HA mpumep: paznuka OpojeBa 11 u 5 je 6poj 11-5 kojem

Tpeba pomaru 6poj S5 ma 6u ce qoduo 6poj 11:

I11-5=6 6+5=11

TO jecT
(a-b)+b=a
TaKO UCTO j€, Ha YACOBHHUKY,
(a-b)+b=a
Ha MpUMep,
3e8=7

jep je, mpema Tabmunu ~ cabupama Ha 4acoBHUKY ~, 7 © 8 = 3. Mel)ytum, 0K je Kox OOuIHOT
oy3UMarka pa3irKa JBa jeqHaka Opoja jenqHaka 0, 1oTiie je KoJ “0ny3uMarmke Ha YaCOBHUKY ~

pa3nuka aBa jenHaka Opoja jenHaka 12, Ha mpumep:
404=12, I11ell=12, 126 12=12,
U YOIIIIITE 3a CBaKu Opoj a u3 ckyma H je
a®a=12.
Cana moxeMo u3BpHIMTH clieeha n3padyHaBama:
(7®1265)0(3010)=(765)65=265=9

2-(588)=(588)+S@8)=101=2



HHPOBJIEMMUN KPETAIBA KA3A/BKHN HA CATY

3agarak 1. Komuko myra y Toky jeaHor naHa u Hohu ( 3a 24 yaca) kKazajbke cara

rpaje npas yrao ?

Pememe: M3mely nmomneBa u 1 cara momonHe, Ka3zajbke oOpa3yjy MpaB yrao JBa MyTa.
Jla Gucmo ofpeansH Kaja ce To AellaBa youuMo Jia IIEHTPAJIHOM YTy o1 6° oAroBapa rnojaeok
3a 1 MHHYT BpeMeHa, Ia IpaBOM YyIIy OAroBapa Ha BPEMEHCKOj ckayiu 15 muuyra. Mana
Kazajpka je 12 myra cmopuja o MUHYTHE Ka3zajbke. Heka TakaB yrao m3mel)y kazasbku

dbopmupa TauyHo x MuHyTa mocie 12 gacopa. To 3ammcyjeMo jemHaymHOM X — = = 15.
12

. . 4
Pememe oBe jeqHaumue je x = 16 T MuHyTa. Hpyru mytT umMaMo mpaB yrao y MHUHYTY

nocie 12 gyacoBa. Taga umamo jegHauuny : 60 — y + A 15, gmje je pememe y= 4 L

12 11

munyTa. Kako je y —x = 32 18—1 , To he mocne cBakux 32 18—1 MHHYTa Ka3aJbKe ojpehuBaru

. . 8
npas yrao. 3a 12 yacosa BenMka Ka3ajbka je HampaBwia 720 MuHyTa, Ia Kako je 22 - 32 11

=720, cnenu na he 3a 12 gacoBa ka3asbke 22 myTta oapehuBaru npas yrao, a 3a JaH u Hoh Ouhe
y TOM TI0JI0Kajy 44 myTa.

3aparak 2. Kaza je kyman ymao y npoJiaBHHUILy, caT je Moka3uBao 15 yacoBa. 3a KOJIUKO
je BpeMeHa 3aBpIIMO KYIMOBHHY aKO je M3 IpOJABHUIC H3allao y TPEHYTKY Kajga cy ce
Ka3zaJbKe NMPBU MyT NOKJIonuie?

Pememe: Benuka kazapka je 12 myra Oprka o Maje, a OHa Ce Hajla3u Ha MOJCOKY KOju
o3Ha4aBa 15 MuHyTa. AKO ca X O3HaYMMO KOJHKO jeé MHHYTa Tpajajia KylnoBHHa, nMahemo

. x . 4
jenHauuny: 15 + =% OIaKJie je x = 16 T MHHYTA.

3aparak 3. Caga je tauno 9 caru. Ilocrme xonmmko BpeMeHa he Ka3ajbKe NMPBU IYT
3akanaru yrao oxa 50° ?

Pememwe: ¥V 9 caru mana ka3aspka “0exxu” Benukoj 3a 270°. Yrao msmely kazasbku ce
nocie 9 caru cMamyje na Ou y jeqHoMm TpenyTky 6uo 50°. Heka ce To mecu x MuHyTa rocie 9
caru. Jlok Benuka kazasbka “mipehe” 60 muHyTa, Mana kazajbka “mipehe” camo 5 MUHYTa, Tj.
BeJIMKa rpenasu 6° y MuHyTy, a Mana camo 0,5°. Taga je 270° + 0,5° - x = 6° x + 50°. Jlakie,

5,5° - x =220° ma je x = 40 MmunyTa.



3agarak 4. Komuko myra he ce o monohu 10 momHeBa MOKJIONUTH Majia M BEJIMKA
Ka3zajbka Ha cary, He pauyHajyhu moHoh, a pauyHajyhu momHe? M3pauyHaTu BpeMeHa THX
HOKJIANama.

Pememe: On monohu m0 mojHeBa Benmka Ka3ajbka mpehe 12 myHux kpyroBa. Y CBakoM
KpYTY, CeM y IpPBOM, Majla U BeJMKa Ka3asbka he ce mokjonuTH, mro 3Hayu jaa he outu 11
nokianama. Ta nokianama he ce gemaBatu CBakMX T

Bpemena noknanama 6uhe:

1 2 3 4 5 6 8 9 10 11
111h211h3 h4 hS h6 h7 }1811/1911111011111111
h=12h

3apgarak 5. MunaH je kpeHyo HemTo Impe 9 yacoBa, a Kajga je CTUrao, y HEKOJIHMKO
MUHYyTa Tipe 12 dacoBa, Maja W BeJIMKa Ka3zaJbka Cy 3ameHmie mecTta. Koiamko je BpeMeHa
Muas npoBeo Ha YTy ¥ Kaja je KpeHyo?

Pememwe: Bennka xa3asbka obuhe myH Kpyr oK Mmaja npele nBanaectuHy kpyra (5
MUHYTa). AKO ca x 03HaYUMO Opoj MHHYTa Koje je MuliaH MpoBeo y MyTy, 3aKJbydyjeMo J1a je

X ) X
33 TO BpeMe Majla kasa/bka MPElUla |5 MUHYTHHX IOJEOKa, Ma je X — 120 + = 60.

12 2
Onasne je x = — * 180 =2"46 — min. Axo je Munan kpeHyo y MuHyTa 10 9, Tana he 1o

13 13
9" enMka Kaszajbka npehd y MUHYTHHUX TI0J€0Ka, a Maja % MUHYTHUX IOJICOKa. KaKo je
- 80y s 215
pacTojame u3Mel)y ka3zajbKu 3 ~ 12 t¥=15 omaxne jey= 113

3ak/pyuak

be3 pauyHama BpeMeHa OJHOCHO YAaCOBHHMKAa MHOTO TOora He OW (PyHKIIMOHHCAIO.
[To3HaBame apuUTMETHKE YacOBHHKA M €JeMEHaTa KOHTPYCHIIHje je BaKHO 3a pellaBambe
3arOHETKH M3 CBAaKOIHEBHOT xuBoTa. CampikuHa TeMe Kojy obpal)yje Moj paa HHje HCUTaHa
10 kpaja. OHa Moxe Ja Oy/ie rmojla3Ha OCHOBA 3aMHTEPECOBAHUM YUECHHUIIMA aKO CE OJITyde Ja
IpoIIMpe 3Hama 0 0BOj obmactu. OHaj KO MITYMTaBa OBaj paj HUje caMo oOnWvaH uynTanal, Beh
U CapaJHUK y pa3pellaBakby HEKHUX CBOJUX HEJIOYMHIIA BE3aHUX 3a YaCOBHUK U pauyyHame

BpEMEHa.
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